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Аннотация. Актуальность и цели. Проблема поиска новых структурных специ-

фикаций регрессионных моделей с интересными интерпретационными свойствами 
является актуальной в настоящее время. Цель исследования состоит в формализации 
на основе симбиоза предложенных ранее неэлементарных и модульных линейных ре-
грессий новой структурной спецификации, разработке алгоритма ее приближенного 
оценивания с помощью метода наименьших квадратов и демонстрации ее эффектив-
ности на примере моделирования индекса потребительских цен в Республике Алтай. 
Материалы и методы. Для оценивания регрессионных моделей применялся метод 
наименьших квадратов в сочетании с методом «всех возможных регрессий». Резуль-
таты. Сформулирована новая структурная спецификация регрессионных моделей – 
неэлементарная модульная линейная регрессия, обобщающая многие известные мо-
дели. Предложен алгоритм ее приближенного оценивания. Построенная с помощью 
него неэлементарная модульная линейная регрессия оказалась на 39,3 % лучше по 
качеству аппроксимации неэлементарной регрессии без модулей и на 63,7 % лучше 
линейной регрессии. Выводы. С помощью предложенных моделей неэлементарной 
модульной линейной регрессии можно успешно решать задачи прогнозирования,  
а также задачи выявления новых знаний об объекте исследования. 
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Abstract. Background. The problem of finding new structural specifications of regres-

sion models with interesting interpretive properties is currently relevant. The purpose of the 
study is to formalize a new structural specification,based on a symbiosis of previously pro-
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posed non-elementary and modular linear regressions, to develop an algorithm for its ap-
proximate estimation using the ordinary least squares method and to demonstrate its effec-
tiveness using the example of modeling the consumer price index in the Altai Republic. 
Materials and methods. To estimate the regression models, the ordinary least squares meth-
od was used in combination with the «all possible regressions» method. Results. A new 
structural specification of regression models is formulated – non-elementary modular linear 
regression, which generalizes many well-known models. An algorithm for its approximate 
estimation is proposed. The non-elementary modular linear regression constructed using it 
turned out to be 39.3 % better in terms of the approximation quality of non-elementary re-
gression without modules, and 63.7 % better than linear regression. Conclusions. Using the 
proposed models of non-elementary modular linear regression, one can successfully solve 
forecasting problems, as well as the problem of identifying new knowledge about the object 
of study. 

Keywords: linear regression, non-elementary regression, modular regression, Leontief 
function, ordinary least squares method, multicollinearity, consumer price index 

For citation: Bazilevskiy M.P. Approximate least squares estimation of one form  
of non-elementary modular linear regressions. Modeli, sistemy, seti v ekonomike, tekhnike, 
prirode i obshchestve = Models, systems, networks in economics, technology, nature and 
society. 2024;(2):119–129. (In Russ.). doi: 10.21685/2227-8486-2024-2-8 

Введение 

Весьма актуальной научной проблемой является поиск скрытых и прак-
тически полезных знаний в статистических данных. Для решения этой пробле-
мы все чаще применяются методы Data mining [1, 2]. Эффективным инстру-
ментом методологии Data mining считается регрессионный анализ [3, 4], 
конечным продуктом которого выступает регрессионная модель, которую 
можно использовать либо для прогнозирования, либо для интерпретации ис-
следуемого процесса или явления. Ежегодно с помощью регрессионного ана-
лиза во всем мире решается множество прикладных задач различного харак-
тера. Например, в работе [5] построены регрессионные модели для 
прогнозирования масс фюзеляжа, крыла и оперения самолета, в работе [6] 
проведен регрессионный анализ влияния климатических факторов на элек-
тропотребление объектов нефтедобычи, в работе [7] регрессионный анализ 
применен для оптимизации содержания пищевых волокон в рецептуре хле-
бобулочного изделия, а в работе [8] – для обоснования рациональных пара-
метров двухлетнего сошника. 

Как отмечено в работе [9], спецификация модели, т.е. выбор ее общего 
вида, это первый и, быть может, важнейший шаг регрессионного анализа. 
Структурных спецификаций регрессионных моделей существует великое 
множество. Описание многих из них можно найти в работах [10, 11], а про-
цесс выявления, изучения и внедрения в существующую практику регресси-
онного анализа новых хорошо интерпретируемых моделей продолжается и по 
сей день. Так, например, в статье [12] введена в рассмотрение кусочно-
линейная регрессия на основе симбиоза функции Леонтьева и регрессии  
с максимальным вкладом переменных. Чуть позже были разработаны хорошо 
зарекомендовавшие себя неэлементарные линейные регрессии (НЛР) [13], 
включающие в свое уравнение как объясняющие переменные, так и преобра-
зованные с помощью бинарных операций min или max все возможные ком-
бинации их пар. В работе [14] для снижения временных издержек при моде-
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лировании были предложены некоторые стратегии построения НЛР извест-
ным методом «всех возможных регрессий» [9]. В работе [15] на основе аппа-
рата математического программирования разработана эффективная техноло-
гия построения НЛР, включающих в себя регрессоры с бинарными операциями 
min и max. В работе [16] НЛР обобщены с использованием не только бинар-
ных, но и тернарных, кватернарных, …, l-арных операций min и max. Парал-
лельно были введены модели модульной линейной регрессии [17, 18]. 

Цель данной работы заключается в следующем: формализовать на ос-
нове симбиоза НЛР и модульной регрессии новую регрессионную специфи-
кацию, разработать алгоритм нахождения ее приближенных оценок с помо-
щью метода наименьших квадратов (МНК) и продемонстрировать ее 
эффективность на примере моделирования индекса потребительских цен 
(ИПЦ) в Республике Алтай. 

Материалы и методы 
Рассмотрим ранее предложенную и исследованную в статье [16] НЛР  

с бинарными, ..., l -арными неэлементарными операциями min (max): 
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{ }max, max, max,
1 1 1 2 1max , ,...,l l l

i i l il ix k x k x−+α + ε , 1,i n= ,   (1) 

где n  – объем исходной выборки данных; l  – общее число имеющихся объ-
ясняющих переменных; iy  – значение с индексом i  выбранной объясняемой 
переменной; ijx  – значение под номером i  объясняющей переменной с ин-
дексом j ; min (max) – неэлементарные операции, определяющие минимум 
(максимум) двух, ..., l  чисел; ( 1)s

jh
−μ  ( 2,s l= , 11, sj p −= , 1,h s= ) – элемент 

строки с индексом j  и столбца с номером h  массива 1s−Μ  размерности 

1sp s− ×  ( 1
s

s lp C− = ), содержащего по строкам все комбинации сочетаний без 
повторений из l  переменных по s ; jα , 0,j l=  – неизвестные коэффициенты 

линейной комбинации переменных; min,s
jα , max,s

jα  ( 2,s l= , 11, sj p −= ) – неиз-
вестные коэффициенты при s -арных неэлементарных операциях min и max, 
преобразующих j -ю комбинацию сочетаний переменных; min,s

jhk , max,s
jhk   

( 2,s l= , 11, sj p −= , 1, 1h s= − ) – неизвестные коэффициенты с номером h   
в операциях min и max s -й арности, преобразующих комбинацию сочетаний 
входных переменных под номером j ; iε  – ошибка аппроксимации под номе-
ром i . 
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Используя математическую операцию модуль, впервые введем следу-
ющее обобщение НЛР (1): 
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где jλ , 1,j l= , min,s
jhλ , max,s

jhλ , 2,s l= , 11, sj p −= , 1,h s=  – неизвестные пара-
метры. 

Будем называть спецификацию (2) моделью неэлементарной модуль-
ной линейной регрессии (НМЛР). Очевидно, что если значения всех объяс-
няющих переменных неотрицательны, т.е. 0ijx ≥ , то НЛР (1) является част-

ным случаем НМЛР (2) при 0jλ = , 1,j l= , min, 0s
jhλ = , max, 0s

jhλ = , 2,s l= , 

11, sj p −= , 1,h s= . Скорее всего, аналогичный вывод можно получить для си-
туации, когда переменные принимают любые значения. 

Рассмотрим еще частные случаи НМЛР (2): 
1) если min, 0s

jα = , max, 0s
jα =  ( 2,s l= , 11, sj p −= ), то имеем модульную 

линейную регрессию [18] вида 
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которая при 0jλ = , 1,j l=  вырождается в линейную регрессию 
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2) если min, 0s
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jα =  ( 3,s l= , 11, sj p −= ), то имеем НМЛР только 
с бинарными операциями min и max вида 
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которая при 0jλ = , 1,j l= , min,2 0jhλ = , max,2 0jhλ = , 11,j p= , 1,2h =  вырождается 
в обычную НЛР с бинарными операциями min и max [15] вида 
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которая при min, 0l
jλ = , max, 0l

jλ = , 1, 1j l= −  вырождается в кусочно-линейную 
регрессию [12]. 

Для разработки нового алгоритма нахождения оценок НМЛР рассмот-
рим сначала уже известный и исследованный ранее алгоритм приближенного 
МНК-оценивания линейной регрессии с модулями (3) [18]. 
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jx  и максимальное max

jx  значения 
каждой входной переменной под номером j . 
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МНК находятся оценки параметров jα , 1,j l= . 
Шаг 4. Выбирается модель с минимальной величиной суммы квадратов 

остатков. 
Чем больше число p  разбиений отрезков, тем ближе МНК-оценки мо-

дульной регрессии к оптимальным. 
Аналогичный алгоритм приближенного оценивания известен  
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Точки на концах этих интервалов нельзя использовать из-за возникно-
вения совершенной мультиколлинеарности факторов. 

Разработать алгоритм оценивания сразу для всей конструкции (2), 
обеспечивающий близость решения к оптимальному, пока затруднительно, 
поэтому была сформулирована следующая упрощенная форма НМЛР (4) при 

min,2 0jhλ = , max,2 0jhλ = , 11,j p= , 1,2h = : 
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Тогда алгоритм приближенного оценивания НМЛР (6) аналогичен двум 
предыдущим лишь с разницей в том, что необходимо формировать и отрезки 

min max,j jx x    для перебора параметров jλ , и интервалы ( )нижн верхн,j jk k  для пере-

бора параметров min,2
jk  и max,2

jk . Причем между модульными и бинарными ре-
грессорами в (6) возможно наличие мультиколлинеарности, что необходимо 
учитывать при реализации алгоритма. 

Результаты и обсуждение 

Актуальной в настоящее время задачей является совершенствование 
механизмов прогнозирования инфляции [19, 20] в Российской Федерации  
и в ее субъектах. Было принято решение апробировать предложенный в дан-
ной статье математический аппарат на примере моделирования ИПЦ в Рес-
публике Алтай. Для этого использовались ежегодные статистические данные 
(https://rosstat.gov.ru/) за период 2000–2022 гг. по следующим переменным:  
y – индекс потребительских цен (%); x1 – индекс цен производителей на стро-
ительную продукцию (%); x2 – индекс цен производителей сельскохозяй-
ственной продукции (%); x3 – индекс цен приобретения промышленных това-
ров и услуг (%); x4 – индекс тарифов на грузовые перевозки (%). Эти данные 
для воспроизводимости экспериментов представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Статистические данные по Республике Алтай 
y x1 x2 x3 x4 
1 2 3 4 5 

123,6 133,9 116,3 130,8 125,1 
113,7 97 128,6 116,7 132,9 
116,4 113,8 114,3 111,3 109 
113,5 108,1 110,9 112,8 103,8 
112,1 122,8 106,9 125 100 
111,1 96,9 127 127,3 104,4 
107,9 118,2 127,8 117,6 108,1 
111,3 112,6 111,1 109 107,5 
111,8 125 112,4 112,5 115,2 
111,2 96 102,5 106,1 92,5 
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Окончание табл. 1 
1 2 3 4 5 

108,6 115,8 107,1 106,6 100 
106,4 100,6 125,5 109,3 100 
107 120,1 110,1 108,7 110,4 

106,4 91,8 107,5 112,9 100,2 
110,1 102,5 107,8 106,8 100 
112,5 105,4 118 104,3 107,1 
103,8 88,3 100,8 107,9 100 
101,6 103,3 104,2 104,5 100,3 
102,9 109,3 105,9 117,8 103,9 
102 104,5 108,7 95,9 100,6 

104,2 102,4 99,7 103,4 100 
108,3 113,4 102,3 114,4 95,9 
113,9 111,1 107,7 110,1 100 
 
Уравнение оцененной по этим статистическим данным с помощью 

МНК линейной регрессии имеет вид 

1 2 3 4
(1,303) (0,175) (1,526) (1,247)

54,622 0,118 0,023 0,2 0,163y x x x x= + + + +% , (7) 

где в круглых скобках под коэффициентами при переменных указаны наблю-
даемые статистики t-критерия Стьюдента. Коэффициент детерминации ре-
грессии (7) 2 0,471361R = , т.е. модель объясняет примерно 47 % вариации 
переменной y , поэтому качество ее аппроксимации следует признать ниже 
среднего уровня. К тому же абсолютно все МНК-оценки построенной модели 
незначимы по t-критерию Стьюдента для выбранного уровня значимости 

0,05α =  (критическое значение t-критерия составляет 2,101). 
Затем с помощью МНК оценивались следующие разновидности обыч-

ной НЛР (5): 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 2 2 1 3 1 4 1 3 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 2 3 1 2 1 4 1 2 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 2 4 1 2 1 3 1 2 1 3min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 2 2 3 1 1 1 4 1 1 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 2 2 4 1 1 1 3 1 1 1 3min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 3 2 4 1 1 1 2 1 1 1 2min , max ,y x x x k x x k x= α + α + α + α + α + ε . 

Их оценивание проводилось с использованием специально созданного 
скрипта на языке эконометрического пакета Gretl. Поскольку при оценивании 
любой линейной регрессии Gretl автоматически обнаруживает мультиколлине-
арность и исключает факторы ее возникновения, то было решено для перебора 
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параметров min,2
jk  и max,2

jk  формировать отрезки нижн верхн,j jk k   . Каждый из 

этих отрезков равномерно разбивался десятью точками. Это значит, что для 
приближенного оценивания каждой из шести НЛР с учетом точек на концах 
отрезков приходилось оценивать 144 линейных регрессий. 

Лучшей из оцененных моделей по величине 2R  оказалась следующая 
НЛР: 

1 3 2 4 2
(1,159) (2,050) (2,272) ( 1,498)

38,304 0,096 0,247 0,637min{ ,1.107 } 0,331y x x x x x
−

= + + + −% , (8) 

для которой 2 0,553682R = . Как видно, в этой модели появился один значи-
мый по t-критерию регрессор { }2 4min ,1.107x x . Заметим, что последний ре-

грессор 2x  равносилен преобразованию { }2 4max ,0.9296x x . 
После чего с помощью МНК оценивались следующие разновидности 

НМЛР (6): 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 1 2 2 2 1 3 1 4 1 3 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 1 2 3 2 1 2 1 4 1 2 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 1 1 2 4 2 1 2 1 3 1 2 1 3min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 2 1 2 3 2 1 1 1 4 1 1 1 4min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 2 1 2 4 2 1 1 1 3 1 1 1 3min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε , 

{ } { }min,2 min,2 max,2 max,2
0 1 3 1 2 4 2 1 1 1 2 1 1 1 2min , max ,y x x x k x x k x= α + α − λ + α − λ + α + α + ε . 

Их оценивание также проводилось в Gretl. Для перебора параметров 
min,2
jk  и max,2

jk  формировались отрезки нижн верхн,j jk k   , а для jλ  – min max,j jx x   . 

Каждый из отрезков также равномерно разбивался десятью точками. Но те-
перь задача существенно усложнилась – для приближенного оценивания 
каждой из шести НМЛР приходилось оценивать уже 20 736 линейных ре-
грессий. 

Лучшей из оцененных моделей по величине 2R  оказалась следующая 
НМЛР: 

2 4
( 5,074) (3,485)

93,568 0,728 115.464 0,317 103.518y x x
−

= − ⋅ − + ⋅ − +%  

3 1 3
(2,998) ( 2,237)
1,166 0,67 max{ ,1.047 }x x x

−
+ − ⋅ , (9) 

для которой 2 0,77156R = . В этом уравнении абсолютно все коэффициенты 
значимы по t-критерию. Регрессор 3x  равносилен преобразованию 

{ }1 3min ,0.761x x . 
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Заключение 

Впервые сформулирована относящаяся к нелинейным по оцениваемым 
параметрам спецификациям модель неэлементарной модульной линейной ре-
грессии. Она обобщает разработанные и исследованные ранее модели линей-
ной, неэлементарной, модульной, кусочно-линейной регрессии, функции 
Леонтьева. Она служит стойким фундаментом для введения в рассмотрение  
в будущем новых форм регрессионных моделей. Предложен алгоритм при-
ближенного МНК-оценивания одной из упрощенных возможных форм не-
элементарной модульной регрессии. Построенная с помощью него модель 
оказалась на 39,3 % лучше по качеству аппроксимации неэлементарной ре-
грессии без модулей и на 63,7 % лучше линейной регрессии. При этом по-
строенная модель одержала абсолютную победу по количеству значимых по t-
критерию регрессоров. Дальнейшие исследования планируется посвятить по-
иску алгоритмов эффективного оценивания и интерпретации [21] предложен-
ных регрессий. 
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